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PRESENTACION

Cada subtema empezara con una exploracion de conocimientos previos o con
alguna tarea que se pide la resuelva, ya sea utilizando procesos conocidos o
dejando a la creatividad de cada uno. Para esto el estudiante debe hacer uso de las
distintas habilidades del pensamiento, como Ila observacién, comparacion,
clasificacion, analisis, sintesis, calcular, bosquejar, reflexionar, comprender y
memorizar; de esta manera, se conduce al estudiante a que infiera o deduzca
conceptos, definiciones, establezca patrones, identifique propiedades, genere

graficas, etc.

En el Tema 1 de definiciones se parie del concepto de Relacion para definir el de
Funcion y el de todos los conceptos que tienen que ver como dominio, imagen y
rango. Para ello se presentan ejemplos de relaciones algunas de las cuales son
funciones y otras no, y se pide que en base a la observaciéon de caracteristicas
esenciales se discrimine las que determinan que una relacién sea funcion; luego se
dan varios ejercicios y el estudiante debe verificar si cumplen o no con aquellas
caracteristicas de las funciones. Finalmente el propio estudiante elabora una
definicidén de funcién. Un proceso similar se sigue para definir los demas conceptos.

Una vez aprendido el concepto de dominio de una funcién por medio del analisis y
con la utilizacién de la técnica de preguntas se hace reflexionar la técnica para
calcular el dominio de cualquier funcion de variable real; También se incluyen
ejercicios resueltos que son modelos de resolucién. Al final del capitulo hay

ejercicios de refuerzo para afianzar los conocimientos.

En el Tema 2 de Algebra de funciones, se desarrollan la composicién, multiplicacion
por un ndmero real, suma, resta, multiplicacién y division entre funciones; en cada
caso se hace énfasis en el aprendizaje significativo para introducir el nuevo

concepto.
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Aqui se utiliza la observacion, la reflexion y la técnica de preguntas para que el
estudiante descubra las caracteristicas de cada operacién y describa el proceso de
calculo haciendo referencia a como se hace, qué se hace y para qué. De esta

manera se asegura la apropiacion del conocimiento.

Como en el tema anterior se presentan ejercicios resueltos para modelar las
técnicas de calculo y evidenciar los pasos del proceso de resolucién de ejercicios. Al
final hay ejercicios de refuerzo del conocimiento.

En el Tema 3 de Clasificaciéon de las funciones, Igual que en el primer capitulo se
presentan ejemplos de funciones Inyectivas y otras que no lo son, por medio de la
observacién de caracteristicas esenciales que diferencian a la funcién inyectiva de la
gue no lo es. Luego se refuerza el concepto con ejemplos en los que con la técnica
de preguntas se ayuda a que el estudiante se apropie del conocimiento y a hacerlo
consciente de que sabe que sabe; finalmente se motiva al estudiante a escribir una

definicion formal de funcién inyectiva.

De la misma forma se procede con las funciones Sobreyectivas y Biyectivas. Luego
se invita a que se dibuje un grafico que represente la clasificacién de las funciones.

Al final del tema hay ejercicios de refierzo.

En el Tema 4 referente a la grafica de una Funcién de Variable Real, por medio de
la técnica de la construccion de una tabla de valores se descubre la forma de cada
una de las funciones especiales y se describen las caracteristicas de éstas, como
los interceptos con los ejes coordenados.

Asi mismo se hace notar la relacion entre el dominio y el rango y el reflejo de éstos
en el plano cartesiano, de tal manera que, se obtenga el a partir de la gréfica el

dominio y rango de una funcion.

Para cada funcién especial como la Identidad, lineal, constante, cuadratica, etc, se

reflexiona los cambios que experimenta cada una cuando se la multiplica por un
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numero o cuando se le suma o resta al dominio o imagen de tal manera que se
establecen reglas de graficacién para cada caso lo que permite graficar una uncién

sin hacer la tabla de valores.

Para cada caso hay muchos ejercicios donde se presentan los diferentes casos para

cada tipo de funcién, aplicando el Método preventivo.

Cuando se grafica la Funcién Cuadratica, se incluye un andlisis profundo de ésta,
calculando el vértice y su interpretacion como maximo o minimo de la funcién;

teniendo en cuenta su aplicacion futura a problemas de administracién y economia.

La funcidn por partes recibe un tratamiento detallado en cuanto a su graficacion, al

final como siempre hay muchos ejercicios para afianzar las técnicas de graficacion.

Enlos Tema 5, 6 y 7 sobre la Inversa de una funcién, funcién polinomial y funcién
racional, se sigue una técnica igual que los temas 1, 2 y 3 para descubrir el
concepto y redactar una definicion, asi mismo se dan muchos ejercicios por resolver
y se reflexiona sobre cada paso para identificar los pasos del procedimiento de
resolucién hasta establecer una regla de procedimiento tomando en cuenta

caracteristicas esenciales.

En general, se aplican las recomendaciones de la escuela activa, basada en el
constructivismo que plantea la necesidad de darle al estudiante las actividades
apropiadas que le permitan seguir estrategias que le ayuden a descubrir el
conocimiento, apropiarse de €l y hacerlo consciente hasta automatizarlo pero bajo la

guia y el acompanamiento del maestro.
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OBJETIVOS

1. Definiciones

Objetivo: Definir con exactitud conceptos basicos de las funciones de

variable real para la comprensién y analisis de los diferentes tipos de

funciones.

2. Algebra de las funciones

Objetivo: Definir las operaciones algebraicas y resuelve ejercicios de

aplicacién en forma correcta

Clasificacion de las funciones

Objetivo: Clasificar funciones correctamente segin el andlisis de los

conjuntos de llegada y rango..

Grafica de una funcion de variable real

Objetivo: Reconocer los tipos de funciones utilizando una tabla de valores;
graficar funciones haciendo uso de las técnicas de rotacién y traslaciéon en
forma correcta.

Inversa de una funcion

Objetivo: Calcular la inversa de una funcién de forma auténoma

Funcion Polinomial

Objetivo: Graficar una funcién polinomial en forma aproximada usando los

ceros de la funcién
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7. Funcion Racional
Objetivo: Definir y clasificar una funcién racional correctamente.

Graficar funciones racionales con precision tomando como referencia

asintotas de las funciones racionales
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Funcion

1. Relacion

Como se sabe una relacion entre dos conjuntos A y B, esta determinada por un
“nexo” que hace corresponder elementos del conjunto A al conjunto B. Este nexo se
denomina “regla de correspondencia”’. Al conjunio A se lo llama conjunto de partida
CPy al conjunto B conjunto de llegada CLL.

Por ejemplo:

R:A— B, tal que R= {(x, y)ly=x?}, donde A={-1,0,3,-2,1} y B={1,4,9,0,3}.

donde R esta definida por R={(1,1);(-1,1);(-2,4);(3,9),(0, 0)}. Su grafo sera:

Otros ejemplos de relaciones:

2 2
0 I 4
3—] 0
2 6
1 3
R:{2,0,3,2,1} — {1,4,5,-4,3} R:{2,0,3,2,1} — {2,4,0,6,3}
R={CoYly=x+3} R={xly=Ixl+x}

De entre todas las relaciones, hay algunas especiales que se denominan Funciones.
Para reconocerlas, relicemos el siguiente trabajo:

A continuacion se presentan algunos ejemplos de relaciones, entre las cuales hay

algunas que son funciones. Identifique las caracteristicas esenciales tanto de las
relaciones que no son funciones, como de las que lo son. Describalas.
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Caracteristicas esenciales
No fuciones Funciones

~

Compare ambas caracteristicas y establezca las semejanzas y diferencias

Caracteristicas semejantes
No fuciones Funciones

Caracteristicas diferentes
No fuciones Funciones

;Cuando tengamos que identificar a las funciones, cudles caracteristicas nos
sirven?

¢ Por qué?
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Escriba una definicion formal de funcion

Una Funciéon f, f: A— B es de Variable Real, si y sélo si, AcR y/o B<R. Por
ejemplo:

R — R, f)=x?,
g:(=3,51—-[10,-14], g(x)=1-3x,
h:R-[1,4) » R-(-1,-41, h¢)=-Ixl.

Dada las siguientes relaciones, indique si son o no funciones justificando la
respuesta.

a) Si F={(x,y) e R%/y®=x?}

b) Si G={(x,y) e R¥/lyl =x}

c) Si f={(x,y) e R3ly=x>+1}

d) Si h={(x,y) eR¥ly=x5%}
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Rango de una funcion
Es el conjunto formado por todas las imagenes.
Rang = {yly =f(x)}
Rangf=1{4,0,6}

Determinacion del dominio de una funcién

i) En la funcién f, tal que f(x)= }% encuentre:
a) f(0)=
b) f(-1)=
c) f(-3)=

Si encontré alguna dificultad, expliquela...

Asicomo 10+5=2 < 5x2=10;

para zeR, entonces 1+0=z<0xz=1,
pero ;A qué esigual 0xz?

(0xz=0?70 $0xz=17?

¢ Existe algan ntimero real para el cual no se puede dividir?

¢ Qué valores de R pueden reemplazarse por x en la regla de correspondencia de la

funcion f; £()=—5?
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Si encontro alguna dificultad, expliquela...

;Cuanto vale /—1,4-16,/-9,¥-87?

¢ Qué raiz pudo calcular y cuéles no?

En la funcién g(x)= vx+2.

Determine g(-1.9), g(-1.99), g(-1.999999), g(-2), g(—2.000001), g(—2.01).

:Desde qué valores de R podria calcular la imagen?

¢ Para qué funciones se presentan dificultades de este tipo?

¢ Tendria la misma dificultad con la funcién F()=¥x+2?
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Es decir, +/3 -2, — /3 -2, no son parte del dominio porque ocasionan una
division por cero.

Por tanto, Domf= {x/xeR - {+J/3 -2, — /3 —2}}

[x}—x
| x|+ x

2. g(x) =
[x|[+x=0
Si x € R, el denominador es cero;
si x = 0, el denominador es cero;

si x € R*, el denominador es mayor que cero.

Por tanto, Domg= {x/xeR*}

5—3x[-2

3 1) = o0

Como si es posible extraer raiz impar de nidmeros negativos, sélo se analizan los
valores que ocasionan una divisién por cero;

J2x—16x3 =0

2x-16x3 =0

2x(1 - 8x2) = 0

2x(1+ /8x)(1 - /8x)=0

2x=0V 1+/8x=0Vv 1-./8x=0

x=0V /8x=-1Vv - J/8x=-1
1 1

I
B TR
1
J8

1
X=—=
v J8

XxX=0V x= -

xX=0V x= -

Es decir, 0, —%, —1/% no son parte del dominio porque ocasionan una divisién

por cero.

1 1
Por tanto, Domh= {x/xeR - {0, - ,
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EJERCICIOS # 1

1. En las siguientes funciones, calcule las imagenes que se indican.

a)f:R->R; (X)=—]-4+Ix+2|| f(6)="7?
b) g:R->R; g(x)=IxIx g(-2)="?
c) h:R-R; h(x)=x2 +4x—5]| h(-2)="?
d)p:R->R; px)=—,/=X p4)="?
e)r:R->R; ,(x)=x‘x|"' n0)="?

2. Encontrar en cada caso los valores de A y B que correspondan
a) Si f(x)=2x3+Ax?>+4x-5,y f(2)=5

b) Si 9= 5y 90)=2

c) Si h(x)= §:§ h(@2)=0 y h(1)=no esta definido
3. Determine el rango de las siguientes funciones.

a) FOO=Ix]+1

b) GE)=-Jx

c) Hx)=x3 ’ -

d) Zx)=x-3

e) Fey=J/-x
4. Halle el dominio de las siguientes funciones

a) (=252

b) h()=/x?-9

1
x2 -4

d) G(X¥)=/x?>-x-2

f Hw= X2

Lic. Javier Layana Ruiz, Universidad Tecnoldgica Empresarial de Guayaquil, Facultad de Postgrado
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Algebra de las Funciones
2.1 Composicion de funciones

Como se ha visto para evaluar una funcién en algin valor de su dominio se
reemplaza dicho valor en su regla de correspondencia.

Por ejemplo: Sif(x)=3x+2 y se desea calcular f(-4), se tendra:
f(x)=3x+2
f(4)=3(-4)+2
f(4)=-12+2
f4)=-10
El valor —10 asi obtenido recordemos se llama imagen de —4 por la funcién f.

Visualizando esto mediante un grafo se tendra:

Ahora pensemos que este valor —10, es parte del dominio de otra funcién g, donde
g(x) =1-2x; calcule entonces g(—10).

Represéntelo mediante un grafo como en el caso anterior

g
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Su representacién grafica sera entonces:

Un resultado asi obtenido es otra funcién obtenida a partir de f y de g, y se
denomina “Composicién de g con f’ y se denota por (gof)(x), tal que:

(g°H(X) =g(f(x))

Un analisis detallado de la composicion de funciones tomando en cuenta los
dominios y sus conjuntos de llegada y rango se puede observar en la siguiente
representacion grafica
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b) Complete el siguiente grafo

Dom(g-of)

Rangfn Domg Rang(gof)

gof

c) Determine gof="7?

Ahora pensemos en como calcular fog

Si (g° (X)) =g(f(x)), entonces ;a qué es igual (fo g)(x)?

Complete:
v" No se puede obtener fog siantes no se calculan las imagenes de

v' La interseccion entre el tiene un papel

preponderante en la formacién de fog (hace de posta).

Resuelva el siguiente ejercicio
Dadas las funciones fy g como sigue:

f=1{(2,3);(-1,2);(0,-3); (4,5);(1,-2)}; g=1(-2,4);(3,2);(5,6);(-1,2); (-3, 0)}
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b) (g=H)=?

@° N =gEX) 1
(GoH(X¥)=2(x2—-2x)+1 |
(goN(X)=2x%-4x+1

Resuelva los siguientes ejercicos:

1. f=1(2,-3);(1,4);(-5,0);(0,-2); 3,4}y g=1{(0,-1);(2,7);(1,-3);(3,0%; (2, 4)}.
Calcular fog; fof; gog

2. F={(-1.2);0,3);(2,0: (-3, 9} y g={(2.—1):(3,0);(0,2);(4,-3)}

Calcular gof; fof; gog

3. f(x)=1-2x;g(¥) = 4x2—5; h(X) = /X+2

Calcular (gof)(x); (FeA(x); (gog)x);(Fog)(x); (geh)x); (hef)(x); (hoh)x)

4. Dadas las funciones h=1{(1,-4);(0,2);(-3,5);(3,3)l y m() = Lgé Calcule:

a)moh=

by mom =

C) hom=

d) hoh=

e) [(moh)oml=
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2.3 Suma de funciones

A continuacién se presenta un ejercicio resuelto de suma de funciones, observe,
analice y describa los pasos del procedimiento para realizar dicha suma.

Sean f={(2,-1);(0,8);(-2,5); (1,-6)}; g={(5,4);(0, 3); (-2,0);(1,2); (3,-3)}.
Calcule f+g:
Domf=1{2,0,-2,1};Domg=15,0,-2,1,3}
Dom(f+g)=DomfNDomg
Dom(f+g)=1{-2,0,1}

f+g=1{(-2,5+0);(0,8+3);(1,-6+2)}
f+g=1{(-2,5);(0,11);(1,-4)}

Pasos del proceso para sumar dos funciones:

ii)

Resuelva el ejercicio, siguiendo los pasos anteriores:

Dadas f= [(—1 ; —%); (4,2); (—g— —1); (1,3);(2,-3); (0, 2)} y

g= {.(1 ,4);(0,-3);(4,0); (—1, %); 3.6); (% 1)}
Calcule f+g:

Domf= ;Domg=
Dom(f+g) = DomfnDomg
Dom(f+g)=
f+g=
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2.5 Multiplicacion de funciones

Siendo la multiplicacién un operador matematico similar a la suma, ;Coémo se
multiplicarian las funciones?

Resuelva el siguiente ejercicio:
1. Dadas las funciones gy h. Calcule g-h

h=1{4,1);(-2,7);(2,-3);(1,-9); (0,0)}; g=1(0,-3); (4,2);(2,0);(1,6); (-3, 3); (-1, 5)}

2. Dadas las funciones f(x)=—x+1; z(x)=1+5x; (f-g)X).

2
3. Dadas las funciones r(x)= % {0 = ’;, T 29 ; (r- D).
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3. (Jf+29)®

4. [(z-2h)+(g2+DIX)

2.6 Division de funciones

Siendo la divisidn otro operador matematico como los anteriores, lo l6gico es que se
proceda como en la suma, resta y multiplicaciéon; pero ;jrecuerda Ud. cuando
calculaba el dominio de una funcién? ¢ qué dificultades se podrian encontrar?

Resuelva el siguiente ejercicio, siguiendo los pasos del proceso para las otras
operaciones:

) =1(2,-1);(3,0);(4,2) : (0,6)}; g =1(2,2);(3,5);(4,0);(0,2)}. Calcule 5.

a) Domf=

b) Domg=

¢) DomfnDomg=

d) &=

¢ Existe alguna dificultad al hacer la division de las imagenes?
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¢, Qué representan los elementos de este conjunto?

Describa los pasos para dividir dos funciones

Definiciéon formal:

(f+@)(X) =F(x)+g(x); Dom(f+g)=Domf N Domg-{g(x); g(x) =0}

Siga el procedimiento correspondiente para resolver los siguientes ejercicios:

1. Dadas las funciones my n. Calcule g+ h

m=1{4,1);(-2,7);(2,-3);(1,-9);(0,0)}; n=1{(0,-3); 4,2);(2,0);(1,6);(-3,3); (-1, 5)}

3 .
x+1’

2. Dadas las siguientes funciones; fix) =4x-3; g(xX)=-2x; h(x)= Z(X)= i;_g-
a) (2f=g)-(f-3g)x)
b) [ -g+(h+29)I(x)

o) (Jf=2g)®
d) [(z-2h) = (g2 -Nlo
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3. Dadas las funciones f, g, h y m ; tal que:
=1(2,3);(-1,2);(0,-3);4,5); (1,-2)}; g=1(-2,4);(3,2); (5,6); (-1,2); (-3,0)}

h=1{(1,1);(=2,0);(3,-2); (0,-1); 4,-5); (-3,2)};

m={(0,0); (-2, 1); (3, 0); (4,-10); (1,2)}

Calcular: a) gof=7?7;b) ——?

4. Dadas las funciones f,gy h, tal que: f(x) =1-2x; g(x) = 4x?-5;
h() =Jx+2.
a) Encuentre: F(x)=?, tal que, F(x) =(goh)(x)
b) Calcule: (f— F)(x)="?
c) Halle: ( )(x) ?
d) Determine: DomF(x) = ?
5. Dadas las funciones f= {(2,-3);(1,4); (-5,0);(0,-2);(3,-4)} y
g={(0,-1);(-2,7);(1,-3);(3,0); (2,4}

2
Halle g

6. Dadas las funciones f y g ; tales que:

Calcule [g—’;J(x)
7.8i F(x) =4x?>-5x+ 6y g(X)= ~2 +3x. Calcule h, tal que FOO=2h0) — 3g(x)

8.5i Fx) =21y g(0=x2-2. Calcule 1, tal que F(x)———g(xfg‘ﬁ(x)

9.8 F(X) = 2(X2+:) Q)= X—2I-2 y g(x):%.
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16. Dadas las funciones f, g, h, z tales que:

f={(1,-2);2,3);0,-1;(-1,.7);, (5, 9; (-4,-2);(-3,6)}
g={(0,0);(-1,2);(5,3);(8,4);(-4,6); (2, 1); (-2,5)}
h={(=1,-2);(4,3);(0,8);(8,7);(-5,4);(-4,-2); (-3, N}
z={(7,2);(0,-3);(9,-1);(2,7); (-3,4);(6,2); (3, 1): (8,2)}

Calcule:

1) (f+g)oh="?
2) 2f+ (3ge2z)="?

2,1 _
ez

4) (h+Fo(z-g)="?

17. Demuestre que (feg)oz=fo(goz) ;si fX)=3-2x, go)=x2-xy z(x) = /X .
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Clasificacion de las funciones

De enire todas las funciones hay algunas especiales, lo que nos lleva a clasificarlas
segun cumplan o no ciertas caracteristicas.

3.1 Funcioén inyectiva
Para conocerla, realicemos la siguiente tarea:
A continuacién se dan ejemplos de funciones inyecitivas, y de otras que no lo son.

Observe y escriba las caracteristicas esenciales de las que son inyectivas y de las
gue no lo son en el lugar indicado.

No inyectiva No inyectiva No inyeciiva

Caracteristicas esenciales

Funcién Inyectiva Funcién NO inyectiva
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Para que una funcién sea inyectiva se debe cumplir que:

“La definicion del concepto de un objeto debe contener Ia caracteristica
esencial del objeto”.

Escriba una definicion formal de funcién inyectiva

¢Cudles de las siguientes funciones son inyectivas? Escriba su respuesta en el
lugar indicado.

a) f=1{(2,3);(0,1); (-2,-3);(4,0);(3,3)}

b) g=1(6,3);(7,5);(2,-3);(0,0);(3,4)}

c) h=1{(1,3);(0,3);(-5,3); (-4, 3);(3,3)}
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3.2 Funcion sobreyectiva

Para conocerla, realicemos la siguiente tarea:

A continuacién se dan ejemplos de funciones sobreyectivas, y de ofras que no lo
son.

Observe y escriba las caracteristicas esenciales de las que son Sobreyectivas y de
las que no lo'son en el lugar indicado.

Sobreyectiva No sobreyectiva Sobreyectiva

Sobreyecﬁyo No sobreyectiva

B - m
AW‘KABWL A/\B

Caracteristicas esenciales

Funcién Sobreyectiva Funcién NO Sobreyectiva

—~

-~

Compare ambas caracteristicas y establezca las semejanzas y diferencias
I

Caracteristicas semejantes
Fucién Sobreyectiva Funcién NO Sobreyectiva
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3.3 Funciodn biyectiva
Para conocerla, realicemos la siguiente tarea:
A continuacién se dan ejemplos de funciones biyectivas, y de otras que no lo son.

Observe y escriba las caracteristicas esenciales de las que son biyectivas y de las
gue no lo son en el lugar indicado.

No biyectiva No biyectiva No biyectiva

Biyectiva Biyectiva

m
A/—\B

e Y

Caracteristicas esenciales

Funcidn biyectiva Funcién NO biyectiva

Compare ambas caracteristicas y establezca las semejanzas y diferencias

Caracteristicas semejantes
Fucioén biyectiva Funcién NO biyectiva
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Z
i g
2 2
0 4
3 |0

Complete correctamente

Para que una funcién sea biyectiva se debe cumplir que:

“La definicion del concepto de un objeto debe contener la caracteristica
esencial del objeto™.

Escriba una definicién formal de funcién biyectiva

(Cuales de las siguientes funciones son biyectivas? Escriba su respuesta en el
lugar indicado.

a) f:{2,0,-2,4,3} — {1,0,-3,4, 3}; F=1{(2,3);(0, 1); (-2,-3); (4,0): (3,4)}
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Dibuje un esquema que muestre la clasificacién de las funciones

EJERCICIOS # 3
Analice las siguientes funciones y determine si son o no biyectivas. Justifique su
respuesta.
1. f:R*— (-1,4+0), fO)=Ix-1
2. g:RU{0}—=[4,+x), g()=(x—2)*
3. h:[0,+0) —=[0+®), h()= /X
4. z:R-(-2,5) ->R-(0,9), z()=x+2
5. m: (=2, +0) — (-1,+o), m)=(x+2)>-1
6. p:{3,2,-1,0}—>1{9,0,1,4}, p(x)=x?
7. qg:{1,-3,-1,0} - {-9,-1,-5,-3,7}, g(x)=2x-3
8. F:{6,-8,1,-5,7} —{2,0,-3,9,2,1}, F=1{(8,1);(7,0);(-5,1);(-8,9);(1,9)}
9. G : (~o0, +0) — (-0, +0), G(x)=—%x—4
10. H:R—R, HX)=(x-2)%+3
1. Z:R—R, Z0)=|x-2|
12.  M:{0,4,-2,10}—{7,-6,0,11}, M=1{(0,7);(4,0);(-2,11);(10,-6)}
13. P:R—R, P)=|B-x)*-2]
14. Q:R —(~x,0), Q(¥)=x
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Grafica de Funciones

4.1 Representacion en el Plano cartesiano

Otra forma de representar graficamente las funciones es mediante el Plano
Cartesiano, éste es un sistema de referencia constituido por dos ejes
perpendiculares, como lo indica la figura:

-1

-2

-3

-4

Plano cartesiano

En el eje horizontal se grafican los elementos del dominio o abscisas (variables
independientes) y en el eje vertical los elementos del rango u ordenadas (variables
dependientes).

Para dibujar su grafica, se asignan valores arbitrarios del dominio a la variable
independiente para reemplazarlos en la regla de correspondencia y obtener su
correspondiente valor del rango. Estos datos se representan en una tabla de
valores.

Analice las graficas de las siguientes funciones y sus respectivas tabla de valores.
Ejemplos:

1.Paraf:R— R, f(X)=x?-x. Su tabla de valores sera:

Mientras se asignen mas valores, mas exacta sera la representacion de la grafica en
el plano cartesiano.

x|-7I-6'|'5|'4|'3|'2"1|g|1l§|3l:’5|'6'7
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3.Parah:R— R, h(x)=x*-3x3+2x2-x-2. Su tabla de valores sera:

x| 7| 6|5 |4|s|2|a]lo|l1]2]|3]|4a]|5]6|
y|3.533|2.020|1.053|482|181|48]5|- |-3|-4|13|90|293|712|
-
3
1iy
|
HR
|
\n X
-7 -6 -5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 S 6 7
-1
\
A l
it
= |
[
i /

Grafique las siguientes funciones bajo las recomendaciones dadas:

a) Observe qué valores pueden reemplazar a la variable independiente segiin el
dominio de la funcién.

b) Asigne la mayor cantidad posible de valores a la abscisa para que la grafica
quede bien representada.

c) Utilice una escala apropiada.

1.F:R-R; fp)=—x2+3

a) Complete la tabla

v T
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3.h:R—=R, h(x)=x3-2x%+1

a) Complete la tabla

b) Grafigue la funcién en el plano cartesiano

1
4
3
2
1
0 x
7 6 5 4 3 2 1 0 xR 2 3 4 5 6 7

-1
-2
-3
-4

4.z:R—R; z)=x3-2x%+1

a) Complete la tabla

| s | 5| 4|3 2]a]of1]2]s]a4]s:

2 s B R R B

Lic. Javier Layana Ruiz, Universidad Tecnolégica Empresarial de Guayaquil, Facultad de Postgrado- Péag. 58




Propuestas de Metodologias Activas, Tecnoldgicas e innovadoras en el interaprendizaje de las Funciones de
Variable Real para estudiantes de 2do afio de bachillerato del Colegio Nuevo Mundo de Samboronddn
4.2 Interceptos con los ejes coordenados

Los interceptos de la grafica de una funcion con los ejes coordenados, son las
intersecciones de ésta con los ejes x i y.

En la siguiente grafica se pueden apreciar los interceptos con el eje x
Iy1:(=3.5,0); Ix2:(=1,0) yconelejey /,:(0,1).

Calculo de interceptos con el eje x

¢ Qué caracteristica tienen las coordenadas del punto de interseccion de la grafica
con el eje x?

Por lo tanto; para calcular /x se tiene que cumplir con una condicién. ¢ Cual es esa
condicién?

Calcule el o los interceptos con el eje x de la funcién: f(x) = %xz —-4x+3

a) Escriba la condicién para encontrar /x
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Por lo tanto; para calcular /, se tiene que cumplir con una condicién. ;Cual es esa
condiciéon?

Calcule el o los interceptos con el eje y de la funcién: f(x) = %xz ~-4x+3

a) Escriba la condicién para encontrar /,

b) Al reemplazar x en la regla de correspondencia se tiene:

c) Escriba el intercepto con el eje y; 1, : (0, ). "

d) ¢ Cuantos interceptos /, se pueden tener como maximo?

e) ¢ Como minimo?

f) Grafique los puntos en el plano cartesiano

g) Calcule las coordenadas de algunos puntos en la vecindad de cada intercepto /x

Pzi?

P3Z?
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X=-2Vx=1Vv x=3

Ix1 1 (-2,0); Ix2:(1,0); Ix3:(3,0)

ly:? = x=0

9(0)=(0)>-2(0)*>-5(0) +6

g(0)=6

I,:(0,6)

Los interceptos son: /x1:(—2,0); Ix2:(1,0); Ix3:(3,0); 1, :(0,6)

P1:? x=-3 = g(-3)=(-3)>-2(-3)2-5(-3)+6; g(-3)=—24 .. P;:(-3,-24)
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Siga las instrucciones para graficar la siguiente funcién:
. . 2
1. f:R—>R; fO)=(x-2)*+1
Calcule los interceptos con el eje x:

a) Escriba la condicién

b) Resuelva la ecuacion resultante

¢ Cual es la solucién de la ecuacion?

¢ Qué tipo de solucién se ha obtenido?

¢ De qué manera influye este tipo solucién en los interceptos?

¢ Coémo influye la solucién en la grafica de la funcién?
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Siga las instrucciones para graficar la siguiente funcion:
2.F:[2,+0) = [1,+0); g)=+/x-2 +1
Calcule los interceptos con el gje x:

a) Escriba la condicién

b) Resuelva la ecuacion resultante

;Cual es la solucién de la ecuacion?

¢ Qué tipo de solucion se ha obtenido?

¢ De qué manera influye este tipo solucién en los interceptos?

¢ Como influye la solucién en la grafica de la funcién?
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d) Dibuje un bosquejo de la grafica de la funcion

-1

-2

-3

~4

Escriba de forma generalizada los pasos del proceso para calcular los interceptos de
una funcién y graficarla (tome en cuenta las diferentes posibilidades que se pueden
presentar)

Lic. Javier Layana Ruiz, Universidad Tecnoldgica Empresarial de Guayaquil, Facultad de Postgrado Pag. 70




Propuestas de Metodologias Activas, Tecnoldgicas e innovadoras en el interaprendizaje de las Funciones de
Variable Real para estudiantes de 2do afio de bachillerato del Colegio Nuevo Mundo de Samborondén

Describa las caracteristicas geomeétricas que tiene la grafica en el plano cartesiano

¢ Por qué le llaman funcion Identidad?

Escriba su regla de correspondencia

Encuentre su dominio y rango

Dom =

Rang =

¢La funcién identidad es inyectiva? Justifique su respuesta

¢La funcién identidad es sobreyectiva? Justifique su respuesta

¢La funcion identidad es biyectiva? Justifique su respuesta -

4.3.2 Funcion lineal
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¢ Como se podria geométricamente pasar de la una gréfica a la otra?

¢ Existe alguna relacién entre las graficas de ambas funciones y la diferencia enire
sus reglas de correspondencia?

Grafique la funcién f(x) =2x

720 I o B e B

-2

-4

-6

-8B

Grafique la funcion f(x)=2x
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Dibuje la grafica de la funcién f(x) =4x en el mismo plano cartesiano

¢ Como serian las gréficas de f(x) =5x, f(x) =6x, f(x)=7x, etc?

Grafique la funcién f(x)= -;—x

-2

-4

-6

Dibuje en el mismo plano la funcién identidad y compare ambas graficas

Describa las semejanzas y diferencias

Dibuje en el mismo plano la funcién f(x) = %x
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FO0 =X, F(X) = 2%, F(0 = 3x, 00 = X, F(¥) = 5%, FO) = 2 X,
1

FX) =X, F() =—2%, F(x) =3, () =%, F() =—3%, F(X) = -1 X,
fe)=

Describa una reflexion sobre la relacion que hay entre las diferentes orientaciones
gue puede tener la grafica y su regla de correspondencia.

Grafique la funcién f(xX)=x+1

x | 5| 4| 3] 2] 4o 1]2]38]4]s:s
vy || ] |

-1

-2

-3

-4
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Sin calcular tabla de valores y utilizando los criterios para graficar las funciones
f(x)=axy f(x)=x+b, dibuje un bosquejo de:

) =2x-4; gx)= —;—x+ 3; h(x)= —%x+ 1, z(x) =—4x- %; tome encuenta el orden de
las operaciones aritméticas.

Ejercicio # 1

1° Grafique la funcién identidad f(xX)=x

p g
4
3
2
1
i} X
-7 -6 -5 -4 -3 -2 -1 0 1. 2 3 4 5 6 7
-1
-2
-3
—4q
2° Grafique la funcién f(x)=2x
rd
4
3
2
1
1) x|
-7 -6 -5 -4 -3 —-2 -1 0 1 2 3 4 5 6 7

-1

-2

-3

-4
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5° Dibuje la grafica de la funcién f(x) =2x—4 tomando en cuenta los interceptos con
los ejes coordenados. (Grafica mas exacta)

Ty

4

3

2

3

0 X

-7 -6 -5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6 7
-1
~2
-3
-4
Ejercicio # 2
1° Grafique la funcién identidad g(x) =x
Ly

4

3

2

1

o X

-7 -6 -5 ~4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 S 6 7
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-3

-4
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4° Calcule los interceptos con los ejes coordenados

5° Dibuje la gréafica de la funcién g(x)= %x+3 tomando en cuenta los interceptos

con los ejes coordenados. (Grafica mas exacta)

-1

-2

-3

-4
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3° Grafique la funcién h(x) = —%x+ 1

-1

=2

-3

-4

4° Calcule los interceptos con los ejes coordenados
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2° Grafique la funcién z(x)=-4x

-1

-2

-3

-4

3° Grafique la funciéon z(x) =—4x- %
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-3

-4
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Si a,beR, escriba una regla de correspondencia que resuma las funciones
anteriores:

foO=

Una funcién representada en la forma anterior se denomina funcién lineal.

Describa una reflexién sobre la relacion que hay entre las diferentes posiciones que
puede tener la grafica y su regla de correspondencia.

4.3.3 Funcion constante
Dada la funcion lineal f(x)=ax+b donde a,beR.
Suponga que a=0, entonces se tiene la funcién f(x)=b.

¢ Qué diferencia hay entre las expresiones f(x)=ax+by f(x) = b?

Una funcién con esta caracteristica se denomina “funciéon constante”.

Calcule la siguiente tabla de valores para Ia funcién constante f(x)=2
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Funcion valor absoluto
Ayuda memoria:

El valor absoluto de un niimero, es el valor no negativo de dicho nimero;
[-3]=3; 12|=2; |-5.67|=5.67; |0|=0

Dada f(x)=x y su tabla de valores

X
y[s]4]=]=2]~]

;Cémo seria la grafica de la funcién valor absoluto f(x)=1x|? Para ello complete
la tabla de valores:

x '|
v T 1

;. Qué diferencia encuentra entre las imagenes de la funcioén identidad y la funcién
valor absoluto?

Grafique ambas funciones en el mismo plano cartesiano

-1

-2

-3

-4
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Anote otra caracteristica de la grafica de la funcion valor absoluto

La forma mas elemental (grafico base) de la funcién valor absoluto f(x)=|x| es:

-1

-2

-3

~4

Grafique la funcion f(x)=Ix|+1

-1

-2

-3

~4

Lic. Javier Layana Ruiz, Universidad Tecnoldgica Empresarial de Guayaquil, Facultad de Postgrado Pag. 94




Propuestas de Metodologias Activas, Tecnoldgicas e innovadoras en el interaprendizaje de las Funciones de
Variable Real para estudiantes de 2do afio de bachillerato del Colegio Nuevo Mundo de Samborondén

¢ Qué diferencia encuentra entre las graficas de las tres funciones?

¢ Para qué valor de d la funcidn se desplaza a la derecha y para qué valor de d se
desplaza a la izquierda?

¢ Para dénde se desplaza la funcién f(x)= lx— %l’?

¢ Para donde se desplaza la funcion f(X)=|x+4[?

Grafique ambas funciones en el mismo plano cartesiano

-1

-2

-3

~4
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2° Grafique f(x)=|x—3lI

0 X
-7 -6 -5 -4 -3 -2 -1 al L 2 3 4 5 6 7
-1
-2
-3
-4
3° Grafique f(X)=Ix—-3[-2
pd
4
3
2
1
. - -
-7 -6 -5 -4 -3 -2 -1 b 1 2 2) 7 5 6 7

...1‘

-2

-3

-4

4° Encuentre los interceptos con los ejes coordenados
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1° Grafique g(x)=IxI

Y.
4
3
2
1
S -
-7 -6 -5 ~4 -3 -2 -1 0 L 2 3 4 5 6 7
=1
) -2
-3
_4‘
2° Grafi =|x+3
rafique g(x)=|x+ >
P
4
3
2
1
1) x
-7 -6 -5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6 7
-1
-2
i-3
-4
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5° Dibuje la grafica de la funcion g(x)=|x+%|—-1‘ tomando en cuenta los
interceptos con los ejes coordenados. (Grafica mas exacta)

-1

-2

-3

-4

1° Grafique h(x)=|x|

=1

-2

-3

—4
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5° Dibuje la grafica de la funcion h(x)=lx—5l+% tomando en cuenta los
interceptos con los ejes coordenados. (Grafica mas exacta)

=

-2

-3

-4
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2° Grafique f(X)=12—x|=Ix-2]

va
4
3
2
1
1] x |
-7 -6 -5 —d -3 -2 -1 (1) 1 4 3 4 S 6 7
-1
-2
-3
-4
3° Grafique f(X)=12—x| -1
P
4
3
2
1
o x|
-7 -6 -5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6 7

-1

-2

-3

-4

4° Encuentre los interceptos con los ejes coordenados
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¢ Recuerda lo que pasaba con la grafica de la funcién f(x)=Xx cuando se multiplicd
la imagen por -1, es decir cuando se la expresé como f(x) =—x?

¢ Qué pasara con la grafica de la funcién f(xX)=|x|, si sus imagenes se multiplican
por —1; es decir, como seria la grafica de f(x)=-Ix[?

Grafique las funciones f(x) = x| y f(x) =—Ix| en el mismo plano cartesiano

-1

~2

-3

—4

Grafique las siguientes funciones:
1. f(X)=-Ix] +2
2.90)=-Ix+2]-1

3. h(x)=—|-x+4|+25
4.z()=3—Ix+1]

5 F(x)=-1-Ix-5]
6.6(0=4|-3 -]
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3° Grafique f(X) =—Ix| +2 ]

-1

-2

-3

-4

4° Encuentre los interceptos con los ejes coordenados
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2° Grafique g()=Ix+2|

=
4
3
2
1

1] X|

=7 -6 -5 -4 -3 -2 -1 0 L 2 3 4. 5 6 7
-1
-2
-3
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3° Grafique g(xX) =—Ix+2|
pd
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2
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o x
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6° Dibuje la grafica de la funcion g(X)=-Ix+2|—-1 tomando en cuenta los
interceptos con los ejes coordenados. (Grafica mas exacta)

o 3
-7 -6 -5 -4 ~3 -2 -1 0 1 2 3 4 S ) 1
-1
-2
-3
-4
1° Grafique h(x)=x|
pg
4
3
2
1
o P
-7 -6 -5 -4 -3 -2 -1 0 L 2 3 4 <3 6 7
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-2

-3

-4
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4° Grafiqgue h(X)=-1-x+4[+2.5

~1

~2

-3

-4

5° Encuentre los interceptos con los ejes coordenados
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2° Grafique z(X)=Ix+1| ]

3° Grafique z(X) =—Ix+1|

-1

-2

-3

-4
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6° Dibuje la grafica de la funcion z(xX)=3-|x+1| tomando en cuenta los interceptos
con los ejes coordenados. (Grafica mas exacta)

-1
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-3

-4

1° Grafique F(X)=IxI
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4° Grafique F(xX)=-1-Ix-5|

-1

-2

-3

-4

5° Encuentre los intercepios con los ejes coordenados
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2° Grafique G(x)= I—% —xl

7.
4
3
2
1
o P
-7 -6 -5 -4 -3 -2 -1 0 1 =2 3 4 5 6 7
-1
-2
-3
-4
o 3
3° Grafiqgue G(X)=— -5 X
P g
4
3
2
1
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~7 -6 ~5 -4 -3 -2 -1 0 L =2 3 4 5 6 7
-1
—2
-3
-4
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4° Grafique f(x)=|Ix—3| - 3|

P4
4
3
2
1
o X
-7 -6 -5 -4 -3 -2 -1 o 1 2 3 7 5 6 7 Y
-1
-2
-3
-4
5° Grafique f(x) =—|x—3|-3|
1y
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6° Dibuje la grafica de la funcién G(X)= %—%I—4—xl tomando en cuenta los
interceptos con los ejes coordenados. (Grafica mas exacta)

P4
4
3
2
1
, 0 x
-7 -6 -5 - -3 -2 -1 o 1 2 3 4 5 6 7 ‘
-1
-2
-3
-4
Grafique la funcién f(xX)=—{Ix—3[-3]+1
1° Grafique f(x) = x|
Ba
4
3
2
1
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-7 -6 -5 ~4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6 7
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2° Grafique G(¥)=|-4-x|

B4
4
3
2
1
o 3
-7 -6 -5 -4 -3 -2 ~1 0 1 2 3 4 S 2] 7
‘ -1
-2
-3
-4
3° Grafique G(x) = —%I—4 —Xx|
Pa
4
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2
1
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4° Grafique F(X)=-2-4|x-5]|

~1

~2

-3

-4

5° Encuentre los interceptos con los ejes coordenados
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6° Dibuje la grafica de la funcién z(x)=2+—g—'lx—1vl tomando en cuenta los
interceptos con los ejes coordenados. (Grafica mas exacta)

P2
q
3
2
1
fi] X|
-7 -6 -5 -4 -3 -2 -1 0 L 2 3 4 S 3 7
_1 ‘
2
=
-4
1° Grafique F(x)=|x|
7
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1
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-7 -6 -5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6 7
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-2
-3
~4
Lic. Javier Layana Ruiz, Universidad Tecnolégica Empresarial de Guayaquil, Facultad de Postgrado Pag. 139
0 _9
3° Grafique z(x) = 5 Ix—1]
Y
4
3
2
1
1] x
-7 -6 -5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6 7
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4° Grafique h(xX)=3|-x+1]+0.5

—~1

-2

-3

5° Encuentre los interceptos con los ejes coordenados
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6° Dibuje la grafica de la funcion g(x)=——23—|x+3l—1 tomando en cuenta los
interceptos con los ejes coordenados. (Grafica mas exacta)

hg
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1

3] X

-7 -6 -5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6 7
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1° Grafique h(x)=Ix|
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2° Grafique g(X)=Ix+3l|

AL},
4
3
2
1
i} X
-7 -6 -5 -4 -3 -2 -1 o 1 2 3 4 5 6 7 Y
-1
-2
-3
-4
0 _ 2
3° Grafique g(x) = —§Ix +3|
¥
1
3
2
1
B x|
-7 -6 -5 -4 -3 -2 -1 o 1 2 3 4 5 6 7
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3° Grafique f(x) =2|x] -1

wH

=1

-2

-3

-4

4° Encuentre los interceptos con los ejes coordenados
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¢ Qué diferencia hay entre las graficas de la funcién fy las funciones g, hy z?

Grafique en el mismo plano cartesiano las siguientes funciones:

Fo=Ixl; G =xl; HE)=ixl; Z6)=lx]

-1

-2

-3

-4

¢ Qué diferencia hay entre las gréaficas de la funcion Fy las funciones G, Hy Z?

¢ Cual seria la forma general que represente cualquiera de esas funciones?
fe)=

Grafique las funciones siguientes:
a. f(x)=2[x| -1

-2
b. g ——3|x+31 -2

c. h()=3l-x+1[+0.5
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6° Grafique f(X)=—l[x—3] - 3] +1

-1

-2

-3

-4

7° Encuentre los interceptos de la funcion f(x)=-{x—3]-3]+1 con los ejes
coordenados
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Complete correctamente:

Si se le suma d al dominio, la grafica se traslada hacia

Cuando se resta d al dominio y se suma b a la imagen la grafica se traslada

La grafica gira 180° cuando se

La grafica se cierra con respecto al eje y cuando

Al sacar el valor absoluto a una imagen negativa, entonces

Bosqueje la grafica corresponde:

fx)=Ixl f)=Ix+dl

N W
-
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20
Aby
4
3
2
1
o x
-7 ~6 -5 -4 -3 -2 -1 (o] L 2 3 4 5 6 7
-1
‘ -2
-3
-4
30
1y
4
3 ol
e
2 ol
\ / 3
T — ] L~
T e o x|
-7 -6 -5 -4 -3 -2 -3 0 N 2 3 4 5 6 74

-1

-2

-3

-4
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60

—Ia~hgi2 | 18478 | -6 | -4 | -2 o

-2

-4

=

-8

70

0 =| Lix+21-3] -1
ly:? = x=0
f0)=| $10+2-3| -1
©-[3-3-1
-4
F0)=%-1

f(0) = —g- —

04
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Funcion cuadratica
Ayuda memoria:

Cualquier nimero real negativo elevado a una potencia par es igual a un nimero
positivo;

25
Atencién: w
(-2)°=4
. -2)°=—4
Por lo tanto, ’
(-2)% =~(2)?

La funcién cuadratica en la forma mas elemental esta dada por f(x)=x2.

Su grafica puede ser representada en el plano cartesiano calculando la siguiente
tabla de valores:

T T
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¢ Existe simetria con respecto a alguna recta?

Describa los cambios (iraslacion y/o rotacion) que tiene la grafica de la funcion
f(x)=—x?+ 3 mostrada a continuacién, con respecto a la funcién basica f(x) = x2

// \\
/. \
/ \\
/ g \ 3
-5 -4 -3 -2 / -‘1 0 1 \ 2 3 4 3
/ -2 A\
[ \
{ \
f : ‘{‘
// -1 \\
] 0y
/ . \
{ 5

Traslaciéon horizontal:

Traslacién vertical:

Rotacion:

¢ Existe simetria? ¢ con respecto a quién?

Calcule:

Domf=

Rangf=
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Grafique las siguientes funciones:
a) fp)=(x—-3)%+1

1° Grafique f(x) = x?

J
4
3
2
1
o X
=7 -6 -5 -4 -3 -2 -1 4] 1 2 3 4 5 6 7
-1
-2
4
-3
~4
4
2° Grafique f(x)=(x—3)?
7
4
3
2
1
o X
-7 -6 -5 -4 -3 -2 -1 0 L 2 3 4 5 6 7

-1

-2

-3

-4
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5° Dibuje la grafica de la funcién f(X)=(x—3)?>+1 tomando en cuenta los
interceptos con los ejes coordenados. (Grafica mas exacta)

-1

-2

-3

-4 1

b) g()=(x+2)2-2

1° Grafique f(x) = x2

-1

-2

-3

-4
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4° Encuentre los interceptos con los ejes coordenados

5° Dibuje la grafica de la funcibn g(X)=(x+2)2-2 tomando en cuenta los
interceptos con los ejes coordenados. (Grafica mas exacta)

-1

~2

-3

-4
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3° Grafique h(X) =—(x—1.5)?

pd
4
3
2
1
o X
-7 -6 -5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6 7
-1
-2
-3
-4
4° Grafique h(X)=—(x—1.5)>+2.5
P4
4
3
2
1
} 1] x
-7 -6 -5 -4 -3 -2 -1 0 3 2 3 4 S 6. 7

-3

-2

=3

-4
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d) z(x)=2(x+3)>-0.5

1° Grafique z(X) = x?

Na
4
3
2
1
g X
-7 -6 -5 -4 -3 -2 -1 o 1 2 3 4 ] 3 7
-1
-2
-3
-4
2° Grafiqgue z(X)=(x+3)?
Ahy
1
3
2
i
o X
-7 -6 -5 -4 -3 -2 -1 i} 1 2 3 4 5 6 7 i

-1

=2

-3

-4
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5° Encuentre los interceptos con los ejes coordenados

6° Dibuje la grafica de la funcién z(x)=2(x+3)?2-0.5 tomando en cuenta los
interceptos con los ejes coordenados. (Grafica mas exacta)

=

-1

-2

-4
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3° Grafique m(x) = —%(x— 1)?

-1

-2

-3

~4

4° Grafique m(x)=2— —;—(x— 1)?

-1

-2

-3

—4
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) p)=Ix*-2| -

1° Grafique p(X)=x?

-1

-2

-3

-4

2° Grafique p(X)=x%-2

-1

-2

=3

-4
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5° Dibuje la gréafica de la funcién p(x)=Ix?—2| tomando en cuenta los interceptos
con los ejes coordenados. (Grafica mas exacta)

P g
q
3
2
1
a x
-7 -6 -5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6 7
-1
.i-2
f -3
-4
g) g0 =|(x+2.5)>-2]
1° Grafique g(X)=x?
LY
4
3
2
1
1] X
-7 -6 -5 -4 -3 -2 -1 i 1. 2 3 4 S 6 7 ?

-1

-2

~3
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4° Grafigue q(X) =l(x+2.5)%> - 2|

g

-1

-2

-3

-4

5° Encuentre los interceptos con los ejes coordenados
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2° Grafique r(x)=(x—3)? .

P’
4
t
3
1

2
4 1

i ’ X|

-7 -6 -5 -4 -3 -2 -1 0 =3 =2 3 4 S 6. 7
-1
-2
-3
[
3° Grafique r(x) = (x—3)%> -1 v
pd

4
3
2
1

o x

-7 -6 -5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6 7

-2

-3

-4
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6° Encuentre los interceptos con los ejes coordenados

7° Dibuje la grafica de la funcion (X)=[(x—3)2~1]-2 tomando en cuenta los
interceptos con los ejes coordenados. (Grafica mas exacta)

H

-2

-3

-4
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Grafique la funcién f(x)=[-(3-x)%+3]-2 .
1° Grafique_f(x) = x? .
¥
4
' 3
2
1
o p4
-7 -6 -5 -4 =3 -2 -1 9] L 2 3 4 <3 6 7
-1
-2
~3
-4
2° Grafigue f(X)=(3-x)? )
i
Y
4
3
2 ¥
1
a x
-7 -6 -5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6 7
-1
-2
-3
)

Lic. Javier Layana Ruiz, Universidad Tecnoldgica Empresarial de Guayaquil, Facultad de Postgrado Pag. 184

| o



Propuestas de Metodologias Activas, Tecnolégicas e innovadoras en el interaprendizaje de las Funciones de
Meal para estudiantes de 2do afio de bachillerato del Colegio Nuevo Mundo de Samborondén

50 Grafique f(X)=[-(3-x)?+3|

5
4
3
2
1
8 P
-7 -6 -5 -4 -3 -2 -1 o 1 2 3 4 3 6 7 ]
-1
-2
~3
-4
6° Grafique f(X)=1-(3-x)?>+3|-2
1
4
3
21 4
1
i} X
-7 -6 -5 -4 -3 -2 -1 b 1 2 3 4 3 5 7

-1

-2

-3

-4
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Grafique la funcién g() =——(-1-x)?>+1.5+3

1° Grafique f(X)=x2

P4
4 E 4
3
2
1
. 8 X
-7 -6 -5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6 7
-1
-2
-3
-4
2° Grafique g(x)=(-1-x)?
P
{ P!
3
2
1
h X
-7 -6 -5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 <3 6 7

-1

-2

-3

-4
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5° Grafiqgue g(X)=|[-(-1-x)?+1.5| -

-1

-2

-3

-4

6° Grafique g(x)=——(-1-x)? +1.5]

-1

-2

-3

-4
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9° Dibuje la gréfica de la funcién g(x)=—-|-(-1-x)?+1.5/+3 tomando en cuenta los
interceptos con los ejes coordenados. (Grafica mas exacta)

Bosqueje la grafica corresponde:

f(x) = x2 fxX)=x2+d ,

\ 1 2 ;

\ : / i . |
\ I

f)=k(x—d)? k=-1 fFX)=kx2+b: k<—1

7 H g

i
\
|
i
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20
N T T
of
\ b
\ /
\ - f.2
\ /
2
A 74 .
-7 -6 -5 -4 —3' -2 -1 0 1 2 3 4 S 6 7
-1
-2
-3
-1
30
Y %3 /
\ . /
3
\ 2 ¥
N Ny
\\ 2
N L i x
-7 -6 -5 -4 -3 -2 -1 0 L 2 3 4 5 6 7

-1

-2

=3

—4
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6°
\ Y.} /
\\ ‘ //
\ ’ /
\\ //'_ O ; //
\ A h ¥
\ / N /
\ o \ / X
-7 -6 _5/ -3 -2 -1 0 \ L /v 2 3
7°

00 =| $x+2)2-3| -1
ly:? = x=0
F(0)=|3(0+2)2 -3 -1
f©Q)=|%-3|-1
05|
F(0)=3 -1

f(0)= %

ly:(0.3)
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Hasta ahora hemos graficado funciones del tipo f(x)=k(x+a)?+b; a,b,keR; si
desarrollamos el binomio y realizamos las operaciones indicadas tendremos:

Describa cada paso del proceso desarrollado a continuacion:

f)=k(x+a)’>+b

fO) =k(x?+2ax+a%)+b 1

() =kx?+2akx+ka®+b

f0) = kx? + 2akx +(ka? + b)

fO)=Ax2+Bx+C

donde, A= ;B= ;C=

Una funci6n de la forma f(x)=Ax? + Bx+ C es la representacién mas general de una
funcion cuadratica; donde A,B,CeR, A=0.

¢ Coémo se graficara la funcién f(x)=3x?+11x-1 sin tabla de valores?

! | 2

¢,Como se expresa la funcién f(x)=3x?+11x—1enlaforma f(X)=k(x+a)2+b?

Para recordar dicho procedimiento, describa cada paso del proceso desarrollado a
continuacién:

Dada la expresion k(x+a)?>+b

1° k(x®*+2ax+a?+b

20 kx?+2akx+ka?+b

Ahora aplicaremos a la funcién f(x) = 3x?+11x—1 el procedimiento inverso;
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fO)=(x+ %1)2

=1

-2

-3

-4

F() =3 (c+Lh)?

¥,

]
f
/

i
/
{x

-1

-2

-3

-4
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d) Factorice el trinomio cuadrado perfecto y realice la operacion indicada en el otro
1ErmMINO. .. eeeteeeeneeseeeerenneaeaaneaeeeeeas N eneeeeeaeeeiesaEraanannnereaes

e) Exprese la funcion en la forma requerida

2° Grafique la funcién f(x) = x?

-1

i-2

-3

-4
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5° Grafique la funcién f(x)=k(x+a)2+b hacia arriba o hacia abajo seguln
corresponda, (valor de b)

=1

ip

i-3

-4

6° Calcule los interceptos con los ejes coordenados
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4.3.7 Analisis de la funcion cuadratica

La importancia que tiene la funcién cuadratica por su aplicacién directa ya sea en
Ingenieria, Arquitectura o Economia; hace necesario realizar un analisis de la
misma.

a) Analisis de la grafica:

A continuacion, se presenta la grafica y se resaltan sus caracteristicas esenciales:

2 vértice
ey (maximo)
s .
&, '
= .
@ :
= D,
' o
: o
: o
‘ @,
- :
V:x,y) =
_y D
vertice
(minimo)

¢ Como saber si se abre hacia arriba o hacia abajo?

Revise las funciones cuadraticas graficadas anteriormente y comparé la regla de
correspondencia y la grafica. Infiera una conclusion.
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Encuentre el vértice de la funcién f(X)=2x?+3x-5

Complete:

a= i b= ; €= . Por lo tanto, X= ;

<l
fl

Calcule el vértice de la funcion g(x)=2—(x+3)?+x

a) realice las operaciones indicadas y escriba la funcién en la forma general

b) Complete:

a= b= = . Por lo tanto, X= ;

<l
I

Halle el vértice de la funcién h(x)=(5-x)(0.5x+1)-2

a) realice las operaciones indicadas y escriba la funcion en la forma general

b) Complete:

a= i b= ; C= . Por lo tanto, x= ;

<l
Il

¢ Cual es la ecuacion del eje de simetria?
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Resuelve los siguientes ejercicios:
1. Dada la funcién f(X) = (x—3)(3x+ 1)

a) Calcule los interceptos con los ejes coordenados

b) Encuentre el vértice

¢) Grafique la parabola
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Analice Ia siguiente demostracion:

Si x1yXx2 son raices de la funcion f(xX)=ax?+bx+c; entonces, la funcién se
puede expresar como f(X)=a(x—x1)(X—X2). Es decir,

f)=ax?+bx+c < f(X)=a(x—x1)(X—X2)

fG)=ax?+bx+c
_ A2, b, C
fe)= a(x +FX+ a) ®
Como se demostré anteriormente:
X1+X2 =—-g- Y X1-X2 =%

Reemplazandoen ®

fO) =alx? - (x1 +x2)x+Xx1 - x21

Recordando la factorizacion de un trinomio:
X2 — (1 +X2)X+X1 - X2 = (Xx—x1)(X = X2)
Por lo tanto;
fo)=alx—x1)x-x2)s

Como se queria demostrar.

Lic. Javier Layana Ruiz, Universidad Tecnoldgica Empresarial de Guayaquil, Facultad de Postgrado Pég. 212




Propuestas de Metodologias Activas, Tecnoldgicas e innovadoras en el interaprendizaje de las Funciones de
Variable Real para estudiantes de 2do afio de bachillerato del Colegio Nuevo Mundo de Samborondén

c) El intercepto con el eje y

d) Grafique la funcién

i-1

i-2

-3

-4

Ejercicios
1. Encuenire el vértice, los interceptos y grafique cada funcion:
a) f()=(2x-3)(4-2x)-5x+1

b) g(x)=x3— (x+%)(x+ 6)(7 +x)

—_y2

d) p(x)=~g-(x—1)(%x+9)
e) () =6(2-x)—4+2x(x+3)
f) re)=x2+x+1

g) z(X)=—3x2+2x-5
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Funcion cibica
Ayuda memoria:

Un ndmero real negativo elevado a una potencia impar es negativo y un nimero real
positivo elevado a una potencia impar es positivo.

ok (B i

La funcién ctibica en la forma mas elemental esta dada por f(x)=x3.

Su grafica puede ser representada en el plano cartesiano calculando la siguiente
tabla de valores:

S s R B B B

20

1o

-3.5 -3 -2.5 -2 -1.5 ~1 ~0.5 0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5

Describa las caracteristicas de la funcién y su grafica

Forma:

Simetria:
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Describa los cambios (fraslacién y/o rotacion) que tiene la grafica de la funcién
f(x) =—x3+2 mostrada a continuacién, con respecto a la funcion béasica f(x)=x3

] 7,
\ s
\
3
N 2
—
N\,
1
o \ X
-7 -6 -5 -4 -3 -2 -1 o 1\ 2 3 4 5 6 7

-1

-2

-3

-4

Traslacion horizontal:

Traslacién vertical:

Rotacion:

¢ Existe simetria? 4 con respecto a quién?

Calcule:

Domf=

Rangf=

1
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Grafica exacta
Ahy
20
10
0 x
-3.5 -3 -2.5 -2 -1.5 -1 ~0.5 0 8.5 + R 1.5 2 2.5 3 3.5 7]

b) fFe)=—(x+1.53+3
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Bosquejo de la grafica

£y

20

10

-3.5 -3 -2.5 -2 -1.5 -1 -0.5 ] 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5
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Bosquejo de la grafica

7

20

10

-3.5 -3 -2.5 -2 -1.5 -1 -0.5 i 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5

~10

Grafica exacta

1y

20

1o

-3.5 -3 -2.5 -2 -1.5 -1 ~0.5 0 0.5 L 1.5 2 2.5 3 3.5

=10
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Funciodn raiz cuadrada -
La funcion raiz cuadrada en la forma mas elemental esta dada por f(xX)=+ /X .

Su grafica puede ser representada en el plano cartesiano calculando la siguiente
tabla de valores:

2 T O

-1

-2

Describa las caracteristicas de la funcién y su grafica

Forma:

Simetria:

Dominio:

Rango:

Atencion

En adelante, /X =+ /X
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Grafica de la funcién

-1

-2

b) fpo=4/x+1 - -

Lic. Javier Layana Ruiz, Universidad Tecnolgica Empresarial de Guayaquil, Facultad de Postgrado Pag. 227




T

Propuestas de Metodologias Activas, Tecnoldgicas e innovadoras en el interaprendizaje de las Funciones de
Variable Real para estudiantes de 2do afio de bachillerato del Colegio Nuevo Mundo de Samborondon

Bosquejo de la grafica

+r

I3

3

2

1

o X

-1 (1 x4 2 3 g 5 6 7 8 g
-1
-2
Grafica de la funcion
e
4 ]
t

3

2

1

1] x

-1 ] 1 2 3 F: 5 6 7 8 g
-1
-2
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Grafica de la funcién

-1

-2

e) f(x)=— /X +3
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Bosquejo de la grafica

-1

-2
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Bosquejo de la grafica
i
4
3
2
1
9 X
-1 ] L 2 3 4 5 6 7 8 9
=1
-2
Gréafica de la funcién
+r
4
3
2
1
0 x
-1 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
-1
-2
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) FOO) = J=x -1

Bosquejo de la grafica

o
4
3
2
1
i} x
-9 -8 -7 -6 -5 -4 -3 ~2 -1 0 ‘1 2
-1
-2
Grafica de la funcion
Y
4
3
2
1
i} X
-9 -8 -7 -6 -5 -4 -3 -2 -1 0 a s 2
\‘ .
-2
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K) Fo) = yX+1

Bosquejo de la grafica

-2

-4

Grafica de la funcion

-2

-4
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m) f)=—+/x-1 +1

Bosquejo de la grafica

-2

-4
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Bosquejo de la grafica

-2

-4

Grafica de la funcion

-2

-4

Calcule los interceptos, dominio y rango de la funcién f, tal que () = Jixt
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Calcule los interceptos, dominio y rango de la funcién f, tal que f(X)=./Ix| -2

1

Bosquejo de la grafica

33

-2

-4
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Bosquejo de la grafica

7

-2

-4

Grafica de la funcién

va

-2

-4

Calcule los interceptos, dominio y rango de la funcion f, tal que f(x)= | JIxl - 1.5|
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Grafica de la funcion

~2

Calcule los interceptos, dominio y rango de la funcién £, tal que f(x) = /[x—- 1|
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Bosquejo de la grafica

¥

ad

-2
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Funcion por partes 2
Sea f una funcién tal que f(xX)=-x+1 pero definida para xe(~x,0]y f(x)=-2 pero
definida para x e (0,+x). Es decir, ftiene diferentes reglas de correspondencia para

distintos intervalos de su dominio.

Describa los pasos necesarios para graficar esta funcién en el plano cartesiano

i
k.

Grafique esta funcion

-1

-2

-3

-4

Una funcién como esta recibe el nombre de funcién por partes o funcién a trozos.

¢ Cual es la caracteristica esencial de esta funcién?

'

[
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2
. .. X4, X<2
Grafique y analice la relacion R(x) =
-1, x>1
rd
4
3
2
1
-0 x
-7 -6 -5 -4 -3 -2 -1 0 . 2 3 a4 S 6 7

-1

-2

-3

—g

¢ Es fucién? Justifique su respuesta

‘

Ai.‘c-zm':iéni

v En una funcién por partes, los intervalos de cada regla de correspondencia
deben ser disjuntos (inferseccion vacia)

v" No debe haber montaje de graficas
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2X, X+2
h()=
3, x=2
j Y
' 4
3
‘2
[l 1
0 x
-7 -6 -5 -4 -3 -2 -1 0 15 2 3 4 S 6 7
-1
=2
-3
1 -4
Dom = Rang =
i) = Ix|-1, x<1
1= Ix|+2, x>1
P
s
3
2
‘ 1
o pd
-7 -6 -5 -4 ~3 -2 -1 0 1 2 3 4 S5 6 7
~1
ip
-3
-4
Dom = Rang =
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i

[ x2, x<0
: px=3 2, x=0
2x+1, x>0
{
Y.
N 4
» 3
; ;
1
1] P
-7 -6 -5 ~4 -3 -2 -1 0 a8 2 3 4 <3 6 7
Y
-2
-3
! -4
Dom = Rang =

X2, x>1
o
L
3
2 H
1
g X
-7 -6 -5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 <1 6 7
] -1
5 -2
}
[ 4 -3
i
i -4
i
Dom = Rang =
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Inversa de una funcién f:
Para calcular la inversa de una funcion, realice la siguiente tarea:

1. Sea f: A— B, tal que:

a) Describa los elementos de la funcién como un conjunto de pares ordenados

b) ¢Es posible construir una funcién f':B— A, es decir, una funcién en la que el
dominio de f seaelrango de ' yelrango de f sea el dominio de f-'? Justifique
su respuesta.

f—1

B N\a

¢) Describa los elementos de la funcién f~! como un conjunto de pares ordenados
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3. Sea f: A— B, tal que:

a) Describa los elementos de la funcién como un conjunto de pares ordenados

b) ¢Es posible construir una funcién f':B— A, es decir, una funcién en la que el
dominio de f seaelrango de ' yelrango de f sea el dominio de f-'? Justifique

su respuesta.

f—1

8 a

c) Describa los elementos de la funcién f~' como un conjunto de pares ordenados
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Indique una caracteristica de la funcién con la que se pudo construir la funcién !

“

Cualquier funcién con la caracterisica anterior se dice que tiene inversa o que es
invertible. La inversa de una funcién f se la representa por .

Atencion
1,1
' = F

f1 es el simbolo para representar la inversa de la funcion f, no significa la
reciproca de f.

Sea g:{3,0,5,1} — {4, 1,—2,25} tal que, g={(3,4);(0,1);(5,-2);(1,2)}.

i
¢ Tiene g inversa? Justifique su respuesta

Calcule g~!

Describa de manera formal una regla para determinar cuando una funcién tiene
inversa y cémo calcularla. -
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[

Resuelva los siguientes ejercicios:

1. Sea f una funcién tal que f:R—R con f(x)=2+x. Encuentre su inversa si
existe.

¢ Qué condicion debe cumplir para ser inveriible?

Compruebe que si es invertible:

Calculo de su inversa:

¢ Cémo se calcula la inversa de una funcién?

1

Nuestra funcién f:R— R con f(X)=2+x, tiene infinitos pares ordenados, ¢coémo
encontrar su inversa? ;jes posible aplicar la regla anteriormente deducida?. Si es
posible, ensaye un procedimiento para aplicarla; halle 1.
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- = r -

2. Sea f una funcién tal que g:R—Rcon g()= 3x2— 1. Encuentre su inversa si

existe.

-

¢ Qué condicién debe cumplir para ser invertible?

i

Compruebe que si es invertible:

Calculo de su inversa:

¢ Como se calcula la inversa de una funcion?
I -

Nuestra funcibn g:R—R con gX)= % tiene infinitos pares ordenados,

écomo encontrar su inversa? ;es posible aplicar la regla anteriormente deducida?.
Si es posible, ensaye un procedimiento para aplicaria; halle 1.
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Describa una regla para calcular la inversa de una funcién cuando ésta viene dada
por su regla de correspondencia.

A continuacion se presenta un ejercicio resuelto, en el que se calcula la inversa de
una funcién. Escriba cada uno de los pasos del proceso.

Sea h:[0,+w0) —[-3,+o) con h(x)=4x?-3, una funcion biyectiva. Halle su inversa

Como se sabe,
y=h()
y=4x%2-3
y+3=4x2
y+3 _
4
_¥Yt3
X=1 4
4 JX+3
Y =314
4 _ JX+3
h= =474
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2.900=%E2

a) Cambie de variable:

b) Despeje la variable independiente x (dominio)

c) Cambie el nombre de la variable:

d) Exprese la respuesta:
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5.1 Relacién geométrica entre las graficas de una funcién y su inversa

Complete la siguiente tabla para la funcién f(x)=x3:

Calcule la inversa ! de la funcién anterior
f)=x3
t y=X 3
v =1
Iy =X
Su inversa es:

1) =9x

Complete la siguiente tabla para la funcién f-1(x)= ¥x:

'-64[-27|-8|-1|0'1,8}27'641

T T T T T T

Compare las coordenadas correspondientes de ambas funciones

l X -4 -3 2 -1 0 1 2 3 4

y

¢ Qué se puede concluir a partir de esta comparaciéon?
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Grafiqgue cada funcién, su inversa y la funcién identidad en el mismo -plano
cartesiano:
1. F:RTU{0}—[1,+0); FOO=x2+1

Calcule 1

Calcule el dominio y el rango de

Domf = Rang f'=

¢ Qué papel desempeinia la grafica de la funcion identidad respecto de las gréficas de
las funciones fy ' ?
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¢La relacion geométrica entre las graficas de una funcién f, su inversa 'y la
funcién identidad f-'(x) se cumplira para cualquier funcién f ? Justifique su
respuesta.

Describa una regla que determine esta relacion geométrica

A continuacién se presentan las graficas de varias funciones. Dibuje en el mismo
plano cartesiano la grafica de su inversa respectiva.

1. Graficade f y 1

p R

-1

-2

-3

-4
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4. Graficade z y z™*

1 /;

-2

A

-4

5. Graficade p yp~*

v

-2

-3
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Funcién polinémica
Ayuda memoria
Definiciéon de polinomio:
Un polinomio es una expresion algebraica de la forma:
anX"+anp1x™ ' +...+ax?+a1x+ap; donde a;eR, neN

i

n es el grado del polinomio.

Ejemplos:
Polinomio Coeficientes Grado
2x4 —8x2+x—1 2,8,1,-1 4
, X2 -1 1,-1 2
3 3 0
0 0 No tiene grado

§
Ejemplos de expresiones algebraicas que no son polinomios:

x21—2’ X1/3+4X2-—1, 3X—5+2x4_3x3+x2+1, x5—2ﬁ +3, %X‘1 +6x2+2

6.1 Funcién polinémica

Es aquella cuya regla de correspondencia esta definida por un polinomio. Se la
representa por.

fOO) =apX" +ap4x"" +...+ax?> +a1x+ap, con Dom={x/x e R}

El grado de la funcion polinémica es el grado del polinomio, es decir el mayor
exponente de la variable x.

Algunas funciones estudiadas anteriormente son polinémicas. Por ejemplo:

Funci6n Nombre Caracteristicas
f(x) =ag F.constante  Recta horizontal pasa por y=ac
f)=x F. identidad Biseca el 1er y 3er cuadrante, pasa por y=0
f(X)=aix+ao F. lineal Recta oblicua de pendiente a; pasa por y=ag
f(X)=axx%2+aix+aop F. cuadratica Parabola hacia arriba a, >0 0 abajo a2 <0
f()=asx3>+ax?+aix+ag F.cubica Parabola clibica
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Ejemplo 2: () =x3-2x2—-x+2, entonces x3—2x?>-x#2=0
x-Dx+Dx-2)=0
x-1=0 Vv x+1=0 V x-2=0
x=1V x=-1V x=2

Iy : (1,0); Iox : (1,0); I3 : (2,0)

Ejemplo 3: ) =x3+4x%2+4x+1, entonces x®>+4x%+4x+1=0

(x+1)(x+3_2‘/§) 3+2J_) 0

_ }
x+1=0 Vx+3 2‘/3:0 vx+3+2‘/g =0

x=-1V x=_3_2J§ Vv x=—3+2‘/g

I1x: (=1,0); fox : (—3 /5 ,0); fax : (—3 /5 ,0)

Ejemplo 4: s(x)=x3+x, entonces x3+x=0
x(x2+1)=0
x=0 V x2+1%0 ,
Ix:(0,0) —
Si x;es una raizde f, entonces (x—x;) es un factor de la funcién polinémica.
Ejemplo 5: f(xX)=x?+x+1, entonces x> +x+1=0

| = .
(i f’)(x+1+f’)=o

Las raices no son reales, por lo tanto no tiene ceros, o sea la funcibn no se
intercepta con el eje x.

1

Ejemplo 6: i) =x*+ §x3 +2x2 -1, entonces x* + -

§x3+2x2—1 =0
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b) Escoja a priori puntos de prueba cercanos a los ceros; antes y después de ellos y
determine el signo de sus imagenes.

Grafique los ceros de fen la recta humérica:

| -7 -6 -5 -4 -3 -2 -1 i} 1 2 3 4 5 6 7 ']

Complete la siguiente tabla:

Intervalo

Numero de prueba

Imagen del punto de prueba

Coordenadas del punto

Localizacion del punto respecio del eje x (arriba o abajo)

c) Grafique la funcién utilizando la informacién anterior:

4

30

20

ki1

Hay funciones en las que las imagenes antes y después de un cero no cambian de
signo; en cuyo caso por dicho cero, la grafica no cruza el eje x, sélo lo toca. En los
alrededores del cero, a grafica puede estar sobre el eje x o debajo del mismo.
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Complete la siguiente tabla:

Intervalo

Nuamero de prueba

Imagen del punto de prueba

Coordenadas del punto

Localizacién del punto respecto del eje x (arriba o abajo)

¢) Grafique la funcién utilizando la informacién anterior:

3t

20

10

6.3 Multiplicidad de un cero de una funcién polinomial
Sea f una funcion tal que f(x)=(x+2)*(x—1)?, aplicando la propiedad de las

potencias, f puede ser escrita en la forma F()=(x+2)(x+2)(x+2)(x-1)(x-1); al
calcular los ceros se tiene:

x+2)x+2)x+2)x—1)(x-1)=0
x+2)=0V x+2)=0V (x+2)=0V (x—-1)=0V (x-1)=0
X=—2V X=-2VXx=—2Vx=1TV x=1

Como se puede apreciar, el cero —2 que se obtiene de (x+2)° se repite tres veces;
se dice que -2 es un cero de multiplicidad 3.

Asi mismo, el cero 1 que se obtiene de (x-1 )? se repite dos veces; se dice que 1
es un cero de multiplicidad 2.
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c¢) Grafique la funcién utilizando la informacién anterior:

"

¥
30
20
10
-7 -6 -5 -4 -3 ~2' -1 . 0 1 2 3 4 ’s 6 7 )
~10
d) Complete la siguiente tabla:
Factor %ie f Exponente del factor ¢Exponente par o Toca al eje x Tocaalejey

impar?

)
!
t
|
!
]
2. Dada la funcion ftal que f(x)=(1-x)(x+1)?

a) Calcule los ceros de la funcion:
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3. Dada la funcién f tal que f(x)=x*-4x2+4

a) Calcule los ceros de la funcién:

1

b) Escoja a priori puntos de prueba cercanos a los ceros; antes y después de elios y

determine el signo de sus imagenes.

Grafique los ceros de fen la recta numérica:

3

Complete la siguiente tabla:

Intervalo

Numero de prueba

Imagen del punto de prueba

' Coordenadas del punto

Localizacion del punto respecto del eje x (arriba o abajo)

¢) Grafique la funcién utilizando la informacién anterior:

v

3g

20

1o
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c) Grafique la funcién utilizando la informacién anterior:

t

P4
38
20
10
o i
7 f 6§ 5 i 24 i3 :-2:i-13 pi ai 2z 8@ s B 7
-1g
30
d) Complete la siguiente tabla:
Factorde f Exponente del factor ¢Exponente par o Toca al eje x Tocaalegjey

impar?

5. Dada la funcién f tal que F(X)=x3—x?—2x

a) Calcule los ceros de la funcién:
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Compare la informacién de la columna tres con los de las columnas cuatro y cinco
de los ejercicios anteriores.  Qué puede concluir?

Utilice la conclusion anterior para completar la siguiente tabla:

Funcién polinimoial Cruza el eje x en: Toca el eje x en:
o) =(1—-x)(x—2)(x+3)
| FOO) =x(x+2)*(x—3)(x+1)
f) = x(x—4)?
f) =x2(x+3)?

Ejercicios
Encuentre los interceptos y grafique las siguientes funciones polinémicas
1. f(x)=x3 -4x
2. f(x) =—-2x(x—1)?

3. f) =02 -1)*(x=1)

4. f)=(1-30°(x + %)2
5700~ (- 3 )(x+5)’
o-feo=(-F+2 (x-3)
7. f(x) = x(1 +2x)(x—0.5)*

8. F() = (x+4)( 2 +x)(x—2)*

9. f) =x(1+x)*(x-5)*(3-x)°
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Funcion Racional

7.1 Definicién

Se denomina funcién racional a aquella que esta definida por el cociente de dos
funcones polinomiales, en tal que el denominador no es el polinomio cero.

f00=282: geo+0

. 2 _ 3_
Ejemplos: f(x) = 43 g0 = 2X3_ T h(x)=%’—(-; 200 =% 32;(+1
Ayuda memoria
Los niimeros racionales se clasifican en:

v los propios, cuando el numerador es menor que el denominador; y

v los impropios, cuando el numerador es mayor o igual que el denominador

¢ Como se clasifican las funciones racionales?

¢ Como diferenciar el tipo de funcién racional?

Dibuje un esquema que represente la clasificacion de las funciones racionales
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7.2 Grafica de una funcion racional -
La funcién racional mas elemental es f(x)= % Para saber como es su grafica:

Complete las siguientes tablas.

X -1.000 | -100 -10 -8 -7 6 -5 4 -3 -2 -1
y

X 0,1 -0,01 0 0 0,001 0,01 0,1 1 2 3
y

X 8 10 | 100 | 1.000

Grafique la funcion:

-1

-2

-3

-4

Observe las tablas y la grafica para valores de la abscisa menores de cero.

¢, Qué ocurre con los valores de sus imagenes cuando nos alejamos del origen hacia
la izquierda?
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Grafique las siguientes funciones:

1. F)=—r
\ - y
4
3
2
1
o X
-7 -6 -5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6 7
-1
-2
-3
-4
Calcule:
Domf= Rangf=
2. f(x)=—L
x|
Y.
4
3
2
1
0 X
-7 -6 -5 -4 -3 -2 -1 (1] i1 2 3 4 S 3] 7

-1

=2

-3

-4
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3. f)=

x_
a) f) =+

-1

=2

-3

-4

b) f0) =715

¢ Hay cambios en la asintota horizontal?
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1
4. fX) = X+ 1
1
a) f)=x
e
4
3
2
1
o x
-7 -6 -5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 S 6 7
i1

-2
-3
~4

b) fx) = ——

) =517
¥
4
3
2
1
2 3
-7 -6 -5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 S 6 7

-1

-2

-3

—4

¢ Hay cambios en la asintota horizontal?
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1
5. fX)=7"T=
foor 1

a)f¥)=x%
T
4
3
2
1
o X

-7 -6 -5 -4 -3 -2 -1 0 18 2 3 4 S 6 7

-1
-2
-3
-4

b) f(x) = ——

) (X)'— X —
B4
4
3
2
1
o X
~7 -6 -5 -4 -3 -2 -1 0 L 2 3 4 S 3 7 ¢

-2

-3

-4
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Encuentre los interceptos con los ejes coordenados

]

Calcule:

Domf= Rangf=

!

¢ Qué tipo de funciones racionales son las anteriores?

¢ Qué tipo de asintotas tienen?

Complete la siguiente tabla respecto a los ejercicios anteriores

Funcién Asintota horizontal Asintota vertical

)=+

() = ﬁ

feO=

X

1
X—2
f(X)=?X1—1

= |+

fO) =

(x—3)?
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Grafique la funcion

-7 -6 -5 -4 -3 -2 -1 0 2 2 3 4 S 6 7

-1
-2
-3
—~4

Calcule:

Domf=

Rangf=

Calcule las asintotas de la funcion f, tal que; x2—1—Z

Asintota horizontal Asintota vertical
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Calcule las asintotas de la funcion f, tal que; X -3 xl1— 3

Asintota horizontal Asintota vertical

Encuentre los interceptos con los ejes coordenados

Grafique la funcién

-1

-2

-3

-4
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b) ) =3765

12
4
3
2
1
a X
-7 -6 -5 -4 -3 -2 -1 (9] 1 2 3 4 5 6 7

-1

-2

-3

-4

c) f(X)= 1 _.2
~ x+0.5
F.
4
3
2
1
o X
-7 -6 -5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 S 6 7

~1

-2

-3

-4

¢ Qué sucede con la asintota vertical?
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7.3 Grafica de una funcion racional impropia

Toda funcion racional impropia f puede ser escrita como una suma algebraica de
una funcién racional propia p y una funcion polinémica q. O sea, f(x)=p(x)+g(x).

7.3.1 Cuando q(x) es un polinomio de grado cero

Ejemplos:

= 2Xx+ 3

=1
-2x+3 | x-1

2X -2 |-2

/l 1

- 2X+ 3 _ 1

-1 & “rFe1

f(x):——————_)gi“i3 @f(x):xil—z

La funcién original f, se reescribe como la suma de p(x):x—j—1 que es funcién

racional propiay q(x)=-2 que es funcion polindmica de grado 0; f(x) =p(x) + q(x).

1

—2X+3
x—1 :

x—1

Por tanto, podemos graficar f(x)= —2,enlugarde fix)=

Entonces, a) Grafique f(x)= %
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d) Calcule los interceptos con los ejes coordenados

e) Dibuje la grafica de la funcién utilizando los interceptos

-1

-2

-3

-4
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b) Grafique f(x)= %

=1

-2

-3

-4

Escriba la ecuacion de la nueva asintota vertical:

c) Grafique f(x)= }_}3 +3

-1

-2

-3,

-4

Escriba la ecuacion de la nueva asintota horizontal:
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Grafique la funciéon f(x)= %

F(x) = 14)—(2x
2x+ 1 | X
— 2X 2

x|—

a) Grafique f(x)=

|
|
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d) Dibuje la grafica de la funcién utilizando los interceptos

-1

-2

-3

-4

Complete la siguiente tabla respecto a los ejercicios anieriores

Funcion

Asintota horizontal

Asintota vertical

Observe el tipo de asintotas de cada funcién y comparelas con su respectiva regla
de correspondencia. ¢Qué relacion hay entre el punto por donde pasa la asintota y
su respectiva regla de correspondencia?

¢ Queé relacion existe entre la asintota horizontal y el polinomio de grado cero?
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ii) Calcule los interceptos con el eje x.de las asintotas vertical y oblicua.

iy Grafique las asintotas vertical y oblicua.

1o

-2

iv) Elija a-priori dominios de prueba antes, entre y después de los interceptos de las
asintotas vertical y oblicua.

Complete la siguiente tabla:

Dominiodeprueba | 6 | -5 | 4 2| 0 |07 14 1] 2 4 17
Imagen del dominio I

de prueba i

Coordenadas del ‘

punto I i
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- _=X?-x+12
Graficar f(x)= 43
_ X X412 __10 B
f(x)f-——————x+ = f(x)—X+2+(‘| X)
Como se puede apreciar, f(x)= x1+02 +(1-x) es la suma de una funcién racional

propia p(x)= X1—+02~ y un polinomio de grado uno g(x)=1-x.

El polinomio de grado uno, corresponde a una asintota oblicua de la funcion
racional.

A continuacion se describen los pasos para graficar este tipo de funciones
racionales:

10

i) Calcule la asintota vertical de la funcion p, p(x)= )

i) Calcule los interceptos con el eje x de las asintotas vertical y oblicua.
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vi) Grafique la funcién utilizando la informacién anterior (/a curva se acerca fanto a la
asintota como uno se lo imagine, pero sin focarla):

o4

10

-14 -12 -10 -8 -6 -4 -2 i 2 4 6 8 1o 12 14

-2

Describa los pasos del proceso para graficar y calcular las asintotas de una funcién
racional impropia cuando se la expresa como la suma de una funcién racional propia
y un polinomio de grado uno.
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(-3,0);(-3,0)
d)
#
19 //
—bi[l =50 ~-40 -30 -20 =19 // 0 10 20 30 40 50 60
// -20
, /
e)
Dominio de 5 5 4 2 0 2 4 5 10
prueba
Imagen 57 | 44| 31 |Q| o7 | 08 | 35|10 | 215 ]| 175 | 211
f)
_3(0)*>-5
fO=20=6
F)=2
) 5
:(0.5)
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7.3.3 Cuando g(x) es un polinomio de grado mayor que uno

Si el polinomio q(x) es de grado mayor que uno, la grafica de f no tiene asintotas
horizontales ni oblicuas; y su grafica es muy parecida a la grafica de la funcién
racional propia p(x).

Ejemplo:
: x*+1
Graficar f(x)= v
x4+1
f(X) = X2
x* 41
=X |x2
/] 1
X)= > )= ¥z tX
La funcion racional propia p es p(x) = }12— la funcion polinémica g es q(x) = x?
No hay asintotas horizontales ni oblicuas.
Calcule la asintota vertical
Complete la tabla
Dominio de
prueba -3 2 -1 0 1 2 3
Imagen B
Coordenada
del punto
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2

3
Grafique la funcién f(x)= ﬁ

a) Reescriba la funcién como la sumade p(xX)y q(x)
1

b) Calcule las asintotas

¢) Complete la siguiente tabla

Dominio de
prueba 5 -4 2 0 1 1,5 2 25 3 4

Imagen

Coordenada
del punto

d) Calcule los interceptos con los ejes coordenados
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